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بررسی پایداری 

های دوبعدی  سیستم

مثبت با استفاده از 

روش نامساوی 

  )LMI( ماتریسی خطی
  مقدمه -1

هاي دوبعدي خطي و مثبت را در دوحالت بدون  سيستمدر اين گزارش بر آن هستيم تا پايداري مجانبي 

. برررسي خواهيم كرد GRروي مدل  GRاين كار را با توجه به اهميت مدل  .تاخير و تاخيردار بررسي كنيم

ها در واقع حالت خاصي از اين  امي مدلنيز حالت كلي است و تم FTRهمچنين با توجه به اينكه مدل كلي 

  .كنيم براي اين مدل نيز بررسي ميباشند، پايداري را  مدل مي
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اند و اكثر مسائل را از طريق اين  امروزه كاربردهاي وسيعي پيدا كردههاي ماتريسي  با توجه به اينكه نامساوي

هاي ماتريسي خطي براي بررسي پايداري اين  ايده نامساويكنند، در اينجا نيز از  ها حل مي نامساوي

هاي  با استفاده از اين روش شرايط لازم و كافي براي بررسي پايداري سيستم .استفاده شده استها  سيستم

در نهايت نيز روش مذكور را به دو . دوبعدي مثبت در هر دوحالت بدون تاخير و تاخيردار بيان شده است

و  SEDUMIهمراه با افزار متلب  از نرم ،يهاي ماتريس كرده و براي حل نامساوياعمال  مثال عددي

YALMIP ايم استفاده كرده.  

  تعاريف اوليه -2

: ماتريس باشد و همچنين داشته باشيم �سطر و  �هاي حقيقي با  مجموعه ماتريس �×��فرض كنيد 

�� = ��×�  

�هاي  مجموعه ماتريس × ��في را با هاي نامن با درايه �
��: نشان داده و داريم �×�

� = ��
�×�  

�يك ماتريس  :تعريف = [���] ∈ ��
�شود اگر براي  اكيدا مثبت ناميده مي �×� = 1, … , �; � = 1, … , � 

���: داشته باشيم > 0  

�هاي متقارن و  اگر مجموعه ماتريس ×   .توانيم تعريف زير را نيز ارائه كنيم نشان دهيم، مي ��را با  �

	يك ماتريس  :تعريف ∈ ) نامنفي(است اگر فرم كوادراتيك آن مثبت ) مثبت نيمه معين(مثبت معين  ��


براي هر  ∈   :توان اين تعريف را به صورت زير نيز بيان كرد مي. غيرصفر باشد ��


�	� > 0 → 	 > 0  

  .شود ناميده مي) LMI(، يك نامساوي ماتريس خطي )1(فرم يك نامساوي به  :تعريف

�

� + � > 0            )1(  

:�و همچنين نگاشت  گيرد را مي �مقادير بردارهاي حقيقي از فضاي  
كه در آن  � → خطي است و  ��

� ∈   .باشد مي ��

�يك ماتريس  :تعريف = [���] ∈ هاي غيرقطري آن  شود اگر درايه ناميده مي Metzler، ماتريس �×��

���: يعني داشته باشيم. نامنفي باشند ≥ 0 ��� � ≠ �; �, � = 1, … , �  
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�يك ماتريس  :تعريف = [���] ∈ شود اگر تمامي مقادير ويژه آن منفي  ، ماتريس هورويتز ناميده مي�×��


يعني سيستم . (باشند� = �
  ).به صورت مجانبي پايدار است 

�يك ماتريس  :تعريف = [���] ∈ داراي  شود اگر تمامي مقادير ويژه آن ناميده مي Schur، ماتريس �×��


يعني سيستم . (ي كمتر از يك باشند اندازه[� + 1] = �
  ).به صورت مجانبي پايدار است ���

�مانند  Metzlerيك ماتريس  :1لم = ، يك ماتريس هورويتز هست اگر و فقط اگر نامساوي ماتريسي �×��

  .برقرار باشد �زير براي ماتريس قطري 

����������−
��� + ���, �� > 0         )2(  

�كاملا مشخص است كه  = ��
�)هست اگر و فقط اگر  Schurيك ماتريس  �×� − �يك ماتريس  (�

   .هورويتز باشد

�نفي مانند يك ماتريس نام: 2لم = ��
هست اگر و فقط اگر نامساوي ماتريسي زير  Schurيك ماتريس  �×�

   .برقرار باشد �براي ماتريس قطري 

����������− 
� − ����� + �
� − ���!, �" > 0       )3(  

�يك ماتريس نامنفي مانند  :3لم = ��
هست اگر و فقط اگر نامساوي ماتريسي  Schurيك ماتريس  �×�

  ]2،3[ .برقرار باشد �زير براي ماتريس قطري 

����������� − ����, �� > 0         )4(  

  هاي دوبعدي مثبت پايداري مجانبي سيستم -3

  GRسيستم دوبعدي مثبت با مدل  -1-3

  .به فرم زير را در نظر بگيريد GRسيستم دو بعدي با مدل 

#�:

$%&
%'(
�
� + 1, ��
	
�, � + 1�) = (��� ��
�
� �



) (
�
�, ��
	(�, �)) + (*�*

) +
�, ��

,
�, �� = �-� -
� (
�
�, ��
	
�, ��) + .+
�, �� /      )5(  
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كه در آن �
�, �� ∈ ��� ; 
	
�, �� ∈ ��� ;,
�, �� ∈ ��
; +(�, �) ∈ بردارهاي حالت عمودي و افقي،  ��

شده به صورت مناسبي اي داده ههمچنين ابعاد ماتريس. باشند بردار خروجي و بردار ورودي سيستم مي

  .اند انتخاب شده

شود اگر براي هر  ناميده مي GRمثبت با مدل  دوبعدي يك سيستم ،5با معادلات  دوبعدي سيستم  :تعريف


شرايط مرزي نامنفي به فرم �
0, �� ∈ ��
�� , 
	
�, 0� ∈ ��

,�)+هاي ورودي  و همه دنباله �� �) ∈ ��
� 

  :داشته باشيم

 
�
�, �� ∈ ��
�� ; 
	
�, �� ∈ ��

�� ; ,(�, �) ∈ ��
�  

  :، مثبت هست اگر و فقط اگر داشته باشيمGRمدل سيستم دوبعدي با  :1قضيه

(��� ��
�
� �


) ∈ ��

�×�; (*�*

) ∈ ��

�×�; �-� -
� ∈ ��
�×�

; . ∈ ��
�×�     )6(  

است اگر و فقط اگر سيستم يك بعدي زير پايداري مجانبي  GRمثبت با مدل  دوبعدي سيستم :2قضيه

  .باشدپايداري مجانبي 


��� = (��� ��
�
� �


) 
�          )7(  

است اگر و فقط اگر يكي از شرايط زير برقرار پايداري مجانبي  GRمثبت با مدل  دوبعدي سيستم :3قضيه

  ]6[ .باشد

,��هاي قطري  نامساوي ماتريسي زير براي ماتريس -الف �
  .برقرار باشد 

��������� 012�� − ���
� ��  − ����� –�
�

� �
 − ����


−��

� �� − �
�
� 2�
 − �



� �
  − �
�


2 , (�� 0

0 �
)3 > 0   )8(  

,��هاي قطري  نامساوي ماتريسي زير براي ماتريس -ب �
  .برقرار باشد 

��������� 01�� − ���
� ����� – �
�

� �
�
� −���
� ����
–�
�

� �
�



−�


� �
�
�– ��


� ����� �
 − �


� �
�

 – ��


� ����


2  , (�� 0

0 �
)3 > 0  

            )9(  
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است اگر و فقط اگر سيستم يك پايداري مجانبي   GRسيستم مثبت با مدل  2با استفاده از قضيه  :اثبات

به دست  8نامساوي ماتريسي  7سيستم به  2لم با اعمال . باشدپايداري مجانبي  7بعدي داده شده با رابطه 

  .آيد مي

��������� 41��� − ���
� −�
�

�

−��

� ��� − �



� 2 (�� 0

0 �
) +

(�� 0

0 �
) 1��� − ��� −�
�

−��
 ��� − �



2 , (�� 0

0 �
)5 =

��������� 012�� − ���
� ��  − ����� –�
�

� �
 − ����


−��

� �� − �
�
� 2�
 − �



� �
  − �
�


2 , (�� 0

0 �
)3 > 0  

  ∎. شود حاصل مي 9نامساوي ماتريسي  7به سيستم  3به طور مشابه با اعمال لم 

  :FTR كلي مثبت با مدلدوبعدي سيستم  -2-3

  .يك سيستم دوبعدي خطي را به صورت زير در نظر بگيريد FTRمدل كلي 

�6�: 7

� + 1, � + 1� = ��

�, �� + ��

� + 1, �� + �


�, � + 1�
+*�+
�, �� + *�+
� + 1, �� + *
+
�, � + 1�,
�, �� = -

�, �� + .+(�, �) /   )10(  


كه در آن 
�, �� ∈ �� ; ,
�, �� ∈ ��
; +(�, �) ∈ بردار حالت، بردار خروجي و بردار ورودي سيستم  ��

: يميعني دار. اند همچنين ابعاد ماتريسهاي داده شده به صورت مناسبي انتخاب شده. باشند مي

�
 ∈ ��×�; *
 ∈ ��×�; � = 0,1,2; - ∈ ��×�; . ∈ ��×� 

شود اگر براي هر شرايط  مثبت ناميده مي دوبعدي ، يك سيستم10با معادلات دوبعدي سيستم   :تعريف


مرزي نامنفي به فرم 
0, �� ∈ ��
�, 

�, 0� ∈ ��

,�)+هاي ورودي  و همه دنباله � �) ∈ ��
  :داشته باشيم �

 

�, �� ∈ ��
�; ,(�, �) ∈ ��

�  

  :مثبت هست اگر و فقط اگر داشته باشيم) 10(دوبعدي با روابط  سيستم: 4قضيه

�
 ∈ ��
�×�; *
 ∈ ��

�×�; - ∈ ��
�×�

; . ∈ ��
�×�      )11(  

است اگر و فقط اگر يكي پايداري مجانبي ) 10(با روابط  FTR كلي مثبت با مدلدوبعدي سيستم : 5قضيه

  .باشدپايداري مجانبي بعدي زير  هاي يك از سيستم



 
 

8 


��� = 
�� + �� + �
�
�         )12(  


��� = (�� + �
 ���� 0
) 
�         )13(  

��در حالت خاص : 1نتيجه = پايداري مجانبي شود كه  حاصل مي MFMمثبت با مدل  دوبعدي سيستم 0

  .باشدپايداري مجانبي است اگر و فقط اگر سيستم يك بعدي زير 


��� = 
�� + �
�
�          )14(  

  .است اگر و فقط يكي از شرايط معادل زير برقرار باشدپايداري مجانبي  FTRسيستم مثبت با مدل  :6قضيه

  .برقرار باشد �قطري   نامساوي ماتريسي زير براي ماتريس -الف

����� �����2� − ∑ 
�

�� + ��
�



�� , �� > 0      )15(  

 .برقرار باشد �قطري   نامساوي ماتريسي زير براي ماتريس -ب

����� ������ − ∑ ∑ 
�

�����


���



�� , �� > 0      )16(  

,��قطري   هاي نامساوي ماتريسي زير براي ماتريس - ج �
 .برقرار باشد 

����� ���� 012�� − 
��
� + �


���� –��
�� + �
� −�
– ����

−�
–��
��� 2�
 2 , (�� 0

0 �
)3 > 0  )17(  

,��قطري   هاي نامساوي ماتريسي زير براي ماتريس -د �
 .برقرار باشد 

����� ���� 0(�� − 
�� + �
���� 
�� + �
� − �
 −
�� + �
������

−��
���
�� + �
� �
 − ��

����

) , (�� 0

0 �
)3 > 0 

            )18(  

است اگر و فقط اگر پايداري مجانبي  FTR كلي مثبت با مدل دوبعدي سيستم 5با استفاده از قضيه  :اثبات

نامساوي ماتريسي ) 12(به سيستم  2با اعمال لم . باشدپايداري مجانبي ) 12( با روابط سيستم يك بعدي

  .شود حاصل مي) 15(

����� �����
�� − ∑ �

�



�� ��� + �
�� − ∑ �

�



�� �, �� = ����������2� − ∑ 
�

�� +



����
� , �� > 0  

  .شود حاصل مي 16نامساوي ماتريسي ) 12(به سيستم  3به طور مشابه با اعمال لم 



 
 

9 

����� ������ − 
∑ �




�� ���
∑ ��



��� �, �� = ����� ������ − ∑ ∑ 
�


�����

���




�� , �� > 0  

به آن  3و 2هاي  و اعمال لم) 12(به جاي سيستم ) 13(بعدي  همچنين با جاگذاري سيستم يك

  ∎. شوند حاصل مي 18و  17هاي ماتريسي  نامساوي

��در حالت خاص : 2نتيجه = پايداري مجانبي شود كه  حاصل مي MFMمثبت با مدل  دوبعدي سيستم 0

  .باشداست اگر و فقط اگر يكي از شرايط زير برقرار 

  .برقرار باشد �قطري   نامساوي ماتريسي زير براي ماتريس -الف

����������2� − ∑ 
�

�� + ��
�



�� , �� > 0      )19(  

 .برقرار باشد �قطري   نامساوي ماتريسي زير براي ماتريس -ب

����������� − ∑ ∑ 
�

�����


���



�� , �� > 0       )20(  

  هاي دوبعدي مثبت تاخيردار سيستم مجانبيبررسي پايداري  -4

  تاخيردار  GRمثبت با مدل دوبعدي سيستم  -1-4

  .تاخير در حالت سيستم هست را به صورت زير در نظر بگيريد 9كه داراي  GRسيستم دوبعدي با مدل 

#�: (
�
� + 1, ��
	
�, � + 1�) = ∑ :�
 (
�
� − �, ��
	
�, � − ��);�

��       )21(  

  :كه در آن داريم

�
 = 1���

 ��



�
�

 �





2 , � = 0,1, … , 9       )22(  

  .كنيم حال بردارهاي جديدي را به صورت زير تعريف مي


�
�, �� = <==
> 
�(�, �)
�(� − 1, �)

⋮
�(� − 9, �)?@@
A

;    
	
�, �� = B 
	(�, �)
	(�, � − 1)

⋮
	(�, � − 9)

C     )23(  

 .توانيم به صورت زير بنويسيم را مي) 21(با اين تعاريف جديد رابطه 

1
�
� + 1, ��
	
�, � + 1�2 = � 1
�
�, ��
	
�, ��2        )24(  

 :كه در آن داريم
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� =

<=
==
===
=>���

� ���
� ⋯ ���

��� ���
� ��


� ��

� ⋯ ��


��� ��

���� 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 0 ⋯ ��� 0 0 0 0 0 0�
�
� �
�

� ⋯ �
�
��� �
�

� �


� �



� ⋯ �


��� �



�

0 0 ⋯ 0 0 ��� 0 ⋯ 0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 0 ⋯ 0 0 0 0 ⋯ ��� 0 ?@
@@
@@@
@A

∈ ��×�  

D = 
9 + 1�(�� + �
)        )25(  

جديد با ابعاد بزرگتر ولي بدون تاخير تبديل  GRبه يك مدل ) 21رابطه (تاخير  9با  GRبنابراين يك مدل 

  .شود ، قضيه زير حاصل مي)24(روابط  به 1با اعمال قضيه . شده است

�، مثبت هست اگر و فقط اگر براي )21(ا رابطه تاخير ب 9با  GRمدل  :7قضيه = 0,1, … , : داشته باشيم 9

�
 ∈ ��
�: و يا به طور معادل داشته باشيم (�����)(�����) ∈ ��

�×�   

  .است اگر و فقط اگر يكي از شرايط زير برقرار باشندپايداري مجانبي ) 21(مثبت با رابطه  GRمدل  :8قضيه

,��قطري   هاي نامساوي ماتريسي زير براي ماتريس -الف �
 .برقرار باشد 

��������� 1(��� ��
�
� �

) , (�� 0

0 �
)2 > 0       )26(  

��� =

<==
==>
2��� − ���

� ���� − ������
� −��� − ������

� ⋯ −������
���

−������
�

−���
� ���� − ��� 2��� ⋯ 0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

−���
��� ���� 0 ⋯ 2����� −���

−���
� ���� 0 ⋯ −��� 2��� ?@@

@@A  )27الف(  

��
 = �
�� = −

<==
==>
�
�
� ��
� + ����
�

� �����

� ⋯ �����


��� �����

��
�

� ��
� 0 ⋯ 0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯�
�
��� ��
� 0 ⋯ 0 0�
�
� ��
� 0 ⋯ 0 0 ?@@

@@A    )27ب(  

�

 =

<==
==>
2�
� − �



� ��
� − �
��


� −�
� − �
��



� ⋯ −�
��


���

−�
��


�

−�


� ��
� − �
� 2�
� ⋯ 0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

−�


��� ��
� 0 ⋯ 2�
��� −�
�

−�


� ��
� 0 ⋯ −�
� 2�
� ?@@

@@A  )27ج(  

�� = ����� ��	
 ���
�    ��

�     ⋯    ��
��; � = )د27(      1,2  



 
 

11 

,��قطري   هاي نامساوي ماتريسي زير براي ماتريس -ب �
 .برقرار باشد 

��������� 0(�E�� �E�
�E
� �E

) , (�� 0

0 �
)3 > 0       )28(  

 :كه در آن داريم

��� =

<==
===
==>
��� − ��� − ���

� �������
� −���

� �������
� ⋯ −���

� �������
�

−�
�
� ��
��
�

� −�
�
� ��
��
�

� ⋯ −�
�
� ��
��
�

�

−���
� �������

� ��� − ��
 − ���
� �������

� ⋯ −���
� �������

�

−�
�
� ��
��
�

� −�
�
� ��
��
�

� ⋯ −�
�
� ��
��
�

�

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

−���
� �������

� −���
� �������

� ⋯ −���
� �������

�

−�
�
� ��
��
�

� −�
�
� ��
��
�

� ⋯ −�
�
� ��
��
�

� ?@@
@@@
@@A
)الف29(    

 �
 = ����� ���� ��
�   �
�    ⋯  �
�";     � = )د29(      1,2  
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تغيير يافته آن با  است اگر و فقط اگر مدلپايداري مجانبي ) GR  )21مدل سيستم دوبعدي مثبت با  :اثبات

به دست ) 8(و ) 25(و با استفاده از روابط ) 24(به مدل  3با اعمال قضيه . باشدپايداري مجانبي ) 24( روابط

  :آوريم مي

��� = 2�� − ���
� �� − ����� =

<==
==>
2��� − ���

� ���� − ������
� −��� − ������

� ⋯ −������
���

−������
�

−���
� ���� − ��� 2��� ⋯ 0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

−���
��� ���� 0 ⋯ 2����� −���

−���
� ���� 0 ⋯ −��� 2��� ?@@

@@A  

��
 = �
�� = −�
�
� �
 − ����
 =  −

<==
==>
�
�
� ��
� + ����
�

� �����

� ⋯ �����


��� �����

��
�

� ��
� 0 ⋯ 0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯�
�
��� ��
� 0 ⋯ 0 0�
�
� ��
� 0 ⋯ 0 0 ?@@

@@A  
�

 = 2�
 − �



� �
 − �
�

 =

<==
==>
2�
� − �



� ��
� − �
��


� −�
� − �
��



� ⋯ −�
��


���

−�
��


�

−�


� ��
� − �
� 2�
� ⋯ 0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

−�


��� ��
� 0 ⋯ 2�
��� −�
�

−�


� ��
� 0 ⋯ −�
� 2�
� ?@@

@@A  
  :واهيم داشتخ) 9(و ) 25(ور مشابه با استفاده از روابط طبه 
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9با ) GR  )21پايداري نمايي سيستم مثبت با مدل  LMIبا استفاده از روش  :1مثال  = ,��و   1 داده  ��

 .شده را بررسي كنيد
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   
   

= =   
   
   

0 1

0.1 0.2 0 0.2 0.1 0.2

0 0.1 0.3 ; 0 0.1 0.2

0 0 0.2 0 0 0.2

A A      )30(  

 .شود به شكل زير حاصل مي) 25(در رابطه  GRمدل سيستم دوبعدي مثبت با در اين حالت ماتريس  :حل

���
� = F0.1 0.2

0 0.1
G ;  ��


� = F 0

0.3
G ;  �
�

� = �0 0�; �


� = 0.2   

���
� = F0.2 0.1

0 0.1
G ;  ��


� = F0.2

0.2
G ;  �
�

� = �0 0�; �


� = 0.2  

� = <==
>���

� ���
� ��


� ��

��
 0 0 0�
�

� �
�
� �



� �


�

0 0 �� 0 ?@@
A

=

<==
==>
0.1 0.2 0.2 0.1 0 0.2

0 0.1 0 0.1 0.3 0.2

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0.2 0.2

0 0 0 0 1 0 ?@@
@@A   )31(  

براي حل كردن نامساوي  YALMIPو  SEDUMIافزار متلب همراه با  مو استفاده از نر 8با اعمال قضيه 

  .آيد ، جواب زير به دست مي)26(ماتريسي 

�����������1, �2� = �����0.7799  0.7883  0.5625  0.5615   0.9452  0.5931�  
  :ورت زير هم نوشتتوان به ص را در برنامه نويسي براي سادگي مي) 8رابطه ( 3در واقع قسمت الف قضيه 

��������� 41��� − ���
� −�
�

�

−��

� ��� − �



� 2 (�� 0

0 �
) +

(�� 0

0 �
) 1��� − ��� −�
�

−��
 ��� − �



2 , (�� 0

0 �
)5 > 0  

  :رابطه فوق نيز با دو نامساوي زير معادل است

H(��� 0

0 ���) − (���
� �
�

���

� �



� )I (�� 0

0 �
) + (�� 0

0 �
) H(��� 0

0 ���) − (���
� �
�

���

� �



� )I > 0 →

 ���⨁��
− �!� (�� 0

0 �
) + (�� 0

0 �
)  ���⨁��
− �! > 0  

(�� 0

0 �
) > 0  

حاصل شده است در دو نامساوي فوق قرار  25را كه از رابطه  31داده شده در رابطه  Aحال اگر ماتريس 

  .دهيم جواب حاصل خواهد شد
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  .ر حاصل خواهد شديز را حل كنيم جواب به صورت) 28(همان ابزار، نامساوي ماتريسي  او اگر ب

�����������1, �2� = �����1.5526  1.5897 0.8374 0.8074 1.8736  0.9290�  
,�1هاي ماتريسي نسبت به ماتريسهاي  بنابراين نامساوي قابل هستند و در نتيجه سيستم دوبعدي مثبت  �2

  .بي هستپايدار مجان) 30(هاي  و ماتريس) 21(داده شده با روابط  GRبا مدل 

به فرم زير نيز بسط  GRهاي دوبعدي مثبت با مدل  تواند براي سيستم روش نامساوي ماتريسي به راحتي مي

  .داده شود

(
�
� + 1, ��
	(�, � + 1)
) = ∑ ∑ �
� (
�
� − �, � − ��
	(� − �, � − �))��

���
��

��    


كه در آن �
�, �� ∈ ��
�� ; 
	
�, �� ∈ ��

 :باشند و نيز داريم متغيرهاي حالت افقي و عمودي سيستم مي ��

�
� ∈ ��
�������×�������  

  همراه با تاخير FTR كلي مدلبا سيستم دوبعدي  -2-4

  .تاخير را به صورت زيردر نظر بگيريد 9با FTRكلي  با مدل سيستم دوبعدي



� + 1, � + 1� = ∑ J�

�

� − �, � − �� + �


�

� + 1 − �, � − �� + �




� − �, � + 1 −

�

����!            )32(  

 .كنيم هاي جديدي را به صورت زير تعريف مي حال بردار و ماتريس



�, �� =

<==
=> 

�, ��

� − 1, � − 1�

� − 2, � − 2�

⋮

� − 9, � − 9�?@@
@A

∈ �� ,D = 
9 + )الف33(      ��1  

�� =

<=
==
>��

� ��
� ⋯ ����

� ��
��� 0 ⋯ 0 0

0 �� ⋯ 0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 0 ⋯ �� 0 ?@
@@
A
  

�� =

<==
=>��

� ��
� ⋯ ����

� ��
�

0 0 ⋯ 0 0

0 0 ⋯ 0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 0 ⋯ 0 0 ?@@
@A
)ب33(          
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�
 =

<==
=>��


 ��

 ⋯ ����


 ��



0 0 ⋯ 0 0

0 0 ⋯ 0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 0 ⋯ 0 0 ?@@
@A
  

  .را به فرم زير بنويسيم) 32(توانيم رابطه  حال با اين تعاريف جديد مي



� + 1, � + 1� = ��

�, �� + ��

� + 1, �� + �


�, � + 1�    )34(  

به يك فرم جديد كلي بدون تاخير تبديل شده است كه درجه ) 32معادله (تاخير  9بنابراين مدل كلي با 

  :توانيم قضيه زير را به سادگي به دست آوريم مي) 34(به مدل  4با اعمال قضيه . بالاتري دارد

، يك سيستم مثبت هست اگر و فقط اگر )32(تاخير  9با  FTR كليبا مدل سيستم دوبعدي  :9قضيه

�

� ∈ ��

�×�; K = 0,1,2 ��� � = 0,1, … ,   :داشته باشيم و يا به طور معادل 9

 �� ∈ ��
�×�; K = 0,1,2  

به طور مجانبي پايدار است اگر و فقط اگر يكي از ) FTR )32مثبت با مدل كلي سيستم دوبعدي : 10قضيه

  .شرايط معادل زير برقرار باشند

  .برقرار باشد �قطري   نامساوي ماتريسي زير براي ماتريس -الف

����� ���� �2� −  �L� + �L� + �L
!, �" > 0       )35(  

  :كه در آن داريم

� = ����� ���� ���  �� )الف36(        "��   ⋯     

�L� =

<==
==>
��
� ��� + ����

� �� + ����
� ⋯ ������

� ����
���

� ��� + �� 0 ⋯ 0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯����
� � �� 0 ⋯ 0 ����
� ��� 0 ⋯ �� 0 ?@@

@@A    )36ب(  

�L
 =

<==
==>
��

 ��� + ����


  ����

 ⋯ ������


 ����

��


 ��� 0 ⋯ 0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯����

 � �� 0 ⋯ 0 0��

 ��� 0 ⋯ 0 0 ?@@

@@A ; � = )ج36(   1,2  

 .برقرار باشد �قطري   نامساوي ماتريسي زير براي ماتريس -ب
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����� ���� �� − �L , �" > 0         )37(  

 :كه در آن داريم

� = ����� ���� ���  �� )الف38(        "��   ⋯     

�L =

<==
==>
��
����� + �� ��

����� ⋯ ��
������� ��

�������
 ����� ��

 ����� + �
 ⋯ ��
 ������� ��

 �����

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯����
� ���� ����

� ���� ⋯ ����
� ������ + �� ����

� ������
����� ��

����� ⋯ ��
������� ��

����� ?@@
@@A  )38ب(  

�
 = �

� + �


� + �


 ;    � = 0,1, ⋯ , )ج38(       9  

پايدار مجانبي است اگر و فقط اگر مدل تغيير يافته ) FTR )32كلي با مدل مثبت سيستم دوبعدي  :اثبات

توانيم نامساوي  مي) 34(به مدل تغيير يافته ) 15(با اعمال نامساوي ماتريسي . پايدار مجانبي باشد) 34(آن 

 .را به دست آوريم) 35(ماتريسي 

�L� = ��
� � + ��� =

<==
==>
��
� ��� + ����

� �� + ����
� ⋯ ������

� ����
���

� ��� + �� 0 ⋯ 0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯����
� � �� 0 ⋯ 0 ����
� ��� 0 ⋯ �� 0 ?@@

@@A  
 :و همچنين

�L
 = �

� � + ��
 =

<==
==>
��

 ��� + ����


  ����

 ⋯ ������


 ����

��


 ��� 0 ⋯ 0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯����

 � �� 0 ⋯ 0 0��

 ��� 0 ⋯ 0 0 ?@@

@@A ; � = 1,2  

به دست ) 37(نامساوي ماتريسي ) 34(يير يافته به مدل تغ) 16(به طور مشابه با اعمال نامساوي ماتريسي 

 .آيد مي

�L = 
∑ �




�� ��� 
∑ �





�� � =

<==
==>
��
����� + �� ��

����� ⋯ ��
������� ��

�������
 ����� ��

 ����� + �
 ⋯ ��
 ������� ��

 �����

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯����
� ���� ����

� ���� ⋯ ����
� ������ + �� ����

� ������
����� ��

����� ⋯ ��
������� ��

����� ?@@
@@A  
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هاي  ، نامساوي)34(به مدل تغيير يافته ) 18(و ) 17(هاي ماتريسي  به روش مشابه، با اعمال نامساوي :1نكته

  .آيد به دست مي) FTR )32كلي مثبت با مدل متناظري براي سيستم دوبعدي 


�با جاگذاري : 2نكته
� = 0, � = 0,1, … , هاي ماتريسي مناسبي براي  ، نامساوي10در قضيه  9

  .آيد به دست مي MFMهاي دوبعدي مثبت با مدل  سيستم

9با ) FTR )32پايداري نمايي سيستم مثبت با مدل كلي  LMIبا استفاده از روش  :2مثال  = و   1

��
�, ��

� , ��

, ��

�, ��
�, ��


 .داده شده را بررسي كنيد 

��
� = F0.6 0.1

0 0.2
G ; ��

� = F0.1 0.2

0 0.21
G ; ��


 = F0 0

0 0
G  

��
� = F0 0

0 0
G ; ��

� = F0.2 0.1

0 0.1
G ; ��


 = F0 0.2

0 0.4
G  

  .هستند) 34(رابطه از مدل تغيير يافته ) ب33(هاي  ماتريسها همان  كه اين ماتريس

  :حل

�� = (��
� ��

��� 0
) B0.6 0.1 0 0

0 0.2 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

C  

�� = (��
� ��

�

0 0
) B0.1 0.2 0.2 0.1

0 0.21 0 0.1

0 0 0 0

0 0 0 0

C  

�
 = (��

 ��




0 0
) B0 0 0 0.2

0 0 0 0.4

0 0 0 0

0 0 0 0

C  

براي حل كردن نامساوي  YALMIPو  SEDUMIافزار متلب همراه با  و استفاده از نرم 10با اعمال قضيه 

  .آيد ، جواب زير به دست مي)35(ماتريسي 

� = �����0.1382   2.0346  0.0414   1.0731�  
  .ر حاصل خواهد شديجواب به صورت ز) 37(نامساوي ماتريسي  براي و 

� = �����0.2681  3.5981  0.0647  1.0731�  
قابل هستند و در نتيجه سيستم دوبعدي مثبت با مدل  �هاي ماتريسي نسبت به ماتريس  بنابراين نامساوي

  .داده شده پايدار مجانبي هست )FTR(كلي 
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فرم رابطه و مثبت به ) FTR(هاي دوبعدي كلي  تواند براي سيستم روش نامساوي ماتريسي به راحتي مي

  نيز بسط داده شود) 39(



� + 1, � + 1� = ∑ ∑ J�
�
� 

� − �, � − �� + �
�

� 

� + 1 − �, � − �� + �
�

 

� − �, � +

��
���

��

��

1 − ��!            )39(  


: كه در آن داريم
�, �� ∈ ��
�; �
�

� ∈ ��
�×�, K = 0,1,2; � = 0,1, … , 9�; � = 0,1, … , 9
   

  : مرجع
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